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教学方法的最基本要求: 
把握重点， 

处理难点， 

解决疑点。



以学科的基本思想方法为纲要，统领对教 

学内容的认识，对教材的理解，从而指导教 
学活动，找准重点，化解难点，澄清疑点， 
将自己的备课心得体会告诉学生，这对于提 
高课程质量，提高学生的学科素质，是很有 
必要的。



代数学是研究一个代数对象的结构理论与 

表示理论的一门学科。线性空间则是本科生所 
接触，所学习的第一个代数结构。 

《高等代数》课程中体现的代数研究基本思 
想方法主要有：（1）空间的直和分解方法； 
（2）同构方法；（3）等价分类方法。



一．对线性空间同构的理解和思考



1．线性空间的同构是刻画两个线性空间具有 

相同的代数结构的概念。 

根据定义，线性空间的同构是保持元素之 

间一一对应且保持线性运算的映射。线性空 
间的同构就是保持空间的线性运算导出的所 
有性质和结构。



研究线性空间的第一个层次是研究向量之 

间的线性关系，内容包括线性组合，线性表 
示，线性相关性，线性无关极大组，基与维 
数等。第二个层次研究线性子空间，内容包 
括子空间与子空间的运算（交与和），生成 
子空间，直和分解。第三个层次研究线性空 
间之间的关系，内容包括线性映射，线性变 
换 。



2．线性空间同构关系是等价分类思想方法的 

一个特例。 

两个有限维线性空间同构的充分必要条件 

是它们的维数相等，所以维数是同构关系的 
全系不变量。任意数域上维线性空间都同构 
与上维列向量空间同构，所以数域上 维列 
向量空间是 维线性空间同构类的代表元。 n 

n



3．《高等代数》课程中研究线性空间同 

构的内容是多层次的。 

和 的 

拓广 

n V F ≅ 

Hom ( , )  m n 
F  V U F × ≅ 

Hom ( , )  n n 
F  V V F × ≅ n V F ≅



二．对线性空间同构内容的教学实践 

总设讨论的线性空间是有限维的。



1．引进概念。 

一一映射等价于可逆映射。 

设 是一一映射， 是单的指的是 
若 ，则 。 是满的指的是 
对于任意的 ，存在 使得 。 

是一一的，指的是对于任意的 ， 
存在唯一 的使得 。 

:V U ϕ → ϕ 
α β ≠  ( ) ( ) ϕ α ϕ β ≠ ϕ 

U γ ∈ 
V α ∈  ( ) ϕ α γ = 

ϕ 
U γ ∈ 

V α ∈  ( ) ϕ α γ =



例1： 
（1）全体正实数 在加法定义为 ，数乘定 
义为 ，是否构成实数域 上线性空间？ 

（2）这个空间的维数是多少？ 

（3） ， 导出了从 到 的一 
一映射，这个映射是不是线性空间同构？ 

（4）求 从 到的线性空间同构 ，满足 ？ 

（5）从 到 的线性空间同构是不是都是形如（3） 
的形式？ 

a b ab ⊕ = 
k k a a = o 

: a log R R + →  a x log x → 

R + 

R 

R +  R 

ϕ  : 2 3 ϕ → R +  R 
R +  R



2．关于 。 

注意到导出同构的对应关系实际上就是 

向量对应到坐标，取定一组基是建立对应 
得前提。取不同基，则向量对应得坐标不 
同，需要掌握坐标的转换原则。 

n V F ≅



例2：在 中， ， ， ， 

，求由 生成子空间的维数 
和一个基，并扩充为 的一个基。 

2 2 F × 

2 2 F × 
4 

3 5 
7 4 

α 
  

=   
  

1 

3 6 
9 3 

α 
  

=   
   3 

1 3 
5 0 

α 
  

=   
  

2 

2 4 
0 2 

α 
  

=   
  

1 2 3 4 , , , α α α α



例3：设  ,  是 的向量， 

满足 

设 线性无关，则 的 

线性无关性与 的列向量的线性相关性相 

同。 

1 2 , , ,  m α α α L 

1 2 , , ,  n β β β L 

1 2 1 2 ( , , , ) ( , , , ) m n n m A α α α β β β × = L L 

1 2 , , ,  n β β β L 

1 2 , , ,  m α α α L 

V 

A



3．关于 。 

首先考查一一对应。设 是线性空间 到空间 的 
一个线性映射，取定 的一组基 ， 的一 
组基 ，则 

， （式1） 

其中矩阵 是 矩阵。 

（式2） 

Hom ( , )  m n 
F  V U F × ≅ 

ϕ  V 
U 1 2 , , ,  n α α α L V 
U 

1 2 , , ,  n β β β L 

1 2 1 2 ( , , , ) ( , , , ) n m m n A ϕ α α α β β β × = L L 

1 11 1 21 2 1 

2 12 1 22 2 2 

1 1 2 2 

( ) 
( ) 

( ) 

m m 

m m 

n n n mn m 

a a a 
a a a 

a a a 

ϕ α β β β 
ϕ α β β β 

ϕ α β β β 

= + + +  
 = + + +  
 
 
 = + + +  

L 
L 

L 
L 

A  m n ×



由此定义 到 的映射： 

。 

引理： 设 是 维线性空间 到 维线性空 
间 上线性映射，取定 的一组基 

（1）若对任意的 ，都有 ，则 。 

（2）对于 中的任意一组向量 ，存 
在线性映射 使得 。 

Hom ( , ) F  V U  m n F × 

: Hom ( , ) , m n 
F  V U F A θ ϕ × → a 

, ϕ ψ  m 
U 

V 
1 2 , , ,  n α α α L 

( ) ( ) i i ϕ α ψ α = ϕ ψ = 

1 2 , , ,  n β β β L U 
ϕ  ( )i i ϕ α β = 

n 
V 

i



再证明 保持线性运算，即证明 θ 

1 2 1 2 ( )( , , , ) ( , , , )( ) n m  A B ϕ ψ α α α β β β + = + L L 

1 2 1 2 ( )( , , , ) ( , , , )( ) n m  A λϕ α α α β β β λ = L L



对于特殊情况，设 是线性空间 的一个 
线性变换，取定 的一组基 ，则 

这时映射 保持乘法运算，即 

。 （式3） 

是环同构，代数同构。 

ϕ  V 
V  1 2 , , ,  n α α α L 

1 2 1 2 ( , , , ) ( , , , ) n n n n A ϕ α α α α α α × = L L 

θ 

1 2 1 2 ( )( , , , ) ( , , , ) n n  AB ϕψ α α α α α α = L L 

Hom ( , )  n n 
F  V V F × ≅



有些教材将（式1）表为 

这样，设 ，则导出 

所以 不是代数同构，而是反同构。 

1 1 

2 2 

n n 

A 

α α 
α α 

ϕ 

α α 

    
    
    = 
    
    
    

M M 

1 1 

2 2 

n n 

B 

α α 
α α 

ψ 

α α 

    
    
    = 
    
    
    

M M 
1 1 1 

2 2 2 ( ) 

n n n 

A AB 

α α α 
α α α 

ψϕ ψ 

α α α 

      
      
      = = 
      
            
      

M M M 

θ



线性空间与线性变换是几何结论，矩阵是代 

数的方法。同构架起了代数与几何的桥梁，可 
以将矩阵的命题与线性映射（线性变换）的命 
题互相转换。这种转换的推导将使学生打开眼 
界，这种转换得掌握将使学生增强学习兴趣。 
适当讲解这种转换内容，对于提高学生的代数 
素质是有好处的。



例4（1）设 是 维空间 的线性变换，求证 

，其中 是同构映射， 。 

（2）设 是 阶矩阵，求证 

， 其中 是可逆矩阵， 。 

ϕ  n  V 
ϕ ψη = ψ  2 η η = 

A  n 
A BC =  B  2 C C =



对于不同的基的选取，同一个线性映射对 

应得矩阵是相抵的，同一个线性变换对应得 
矩阵是相似的。 

相抵的矩阵是同一个线性映射在两组不同 

基下的矩阵，相似的矩阵是同一个线性变换 
在不同基下的矩阵。



例5（1）设 是 维空间 到 维空间 的线性映 
射，则存在 的基 ， 的基 ， 
使得 

。 

（2） ， ， 
所以 。 

ϕ  n 
V 

m  U V 
1 2 , , ,  n α α α L  U  1 2 , , ,  m β β β L 

1 2 1 2 

0 
( , , , ) ( , , , ) 

0 0 
r 

n m 

I 
ϕ α α α β β β 

  
=   

  
L L 

1 2 Im ( , , , ) r L ϕ β β β = L  1 n Ker = ( , , ) r L ϕ α α + L 
dim Im dimKer  n ϕ ϕ + =



4． 关于 和 的拓广。 n V F ≅  Hom ( , )  n n 
F  V V F × ≅ 

X α ↔ ， 
( )  AX ϕ α ↔ ， 

Ker( ) 0 AX ϕ ↔ = 的解空间， 

Im( )  A ϕ ↔ 的列空间， 

dim Im( ) ( ) A ϕ ↔ 秩 。 

dimker( ) ( ) n A ϕ ↔ −秩 ,



, A ϕ ↔ 

A ϕ ⇔ 单 列满秩， 

A ϕ ⇔ 满 行满秩， 

A ϕ ⇔ 同构 可逆方阵。



实际上 作为 上的模与 作为 

上的模同构。 
V  Hom ( , ) F  V V  n F 

n n F ×



定理：在（式1）的条件下，另设 ， 

，设 是由 
决定的线性映射，则有 

（1） ； 

（2） ； 

（3） 。 

1 : 
n V F η ≅ 

2  : 
m U F η ≅  :  n m F F → A  X AX a 

2 1 A η ϕ η = 
2 (Im ) Im η ϕ = A 

1 (Ker ) Ker η ϕ = A 

1 η 
2 η 

U 

n F  m F 
A 

ϕ 
V



条件如上，设 是 的子空间，则 

，即下图可交换。 
W  U 

1 1 
1 2 ( ( )) ( ( )) W W η ϕ η − − = A  

1 ( ) W ϕ − 

1 
1 ( ( )) W η ϕ − 

2 ( ) W η 

2 η 

1 
2 ( ( )) W η − A 

W



例6：设 是 维空间 到 维空间 的线性映射 

（1）求证：存在 维线性空间 ，满的线性映射 

，单的线性映射 ，使得 。 

（2）（1）中的分解唯一否？设 是 的可逆映射， 
则 。 

（3）中分解在同构意义下唯一。即设 ， 

其中 是满的， 是单的，则存在同构映射 

，使得 。 

ϕ  n  V  m  U 
l 

W 

:V W η →  :W U ψ → ϕ ψη = 

δ 

W 

1 ( )( ) ϕ ψ δ δ η − = 

1 1 ϕ ψη ψ η = = 

1 , η η  1 , ψ ψ 

1 :W W δ →  1 1 , ψ ψ δ δη η = =



例7：设 ， ， 

（1）存在 ， ，且 ， 

使得 。 

（2）（1）的分解在同构意义下唯一，即 

，其中 且 

，则存在可逆矩 

阵 ，使得 。 

m n A F × ∈ 
r n C F × ∈  ( ) ( ) B C r = = 秩 秩 

A BC = 

1 1 A BC BC = =  1 1 , , , m r r n B B F C C F × × ∈ ∈ 

1 1 ( ) ( ) ( ) ( ) B B C C = = = 秩 秩 秩 秩 
P  1 

1 1 , B BPC P C − = = 

( ) A r = 秩 
m r B F × ∈



例8：设 是线性映射， 

（1）求证：存在 ，使得 的 
充分必要条件是 。 

（2）什么条件下， 是唯一确定的？ 

: , : V U V W ϕ ψ → → 
:U W σ → ψ σϕ = 

Ker Ker ϕ ψ ⊆ 
σ



在突出学科的基本思想方法的观点下，可 
以提升对教学内容的认识，加深对教材的理 
解，从而改善教学方法，准确地把握重点， 
化解难点，有效地澄清疑点。同时可以“胸中 
有数”地针对学生情况讲授核心内容，而将一 
些延伸的内容安排为攻关性的难题求解，探 
索性的专题讨论，总结性的专题报告。一方 
面，有效地提高课堂讲授质量。另一方面， 
刺激学生的学习热情，提高学生的数学学科 
素质。



网址：gdjpkc.xmu.edu.cn 

IP地址：５９.７７.１.１１６



谢谢！ 

2009年5月 福清


